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Santrauka. Pries 23 metus zurnale Alfa plius omega [7] tvirtinau, kad atvirkstineés funkcijos
déstymas ir grafiko braizymas naujame TEV leidyklos vadovélyje [14] yra klaidingas. Vado-
velio autoriy grupés vadovas V. Stakénas atsaké, kad tai ne klaidingas, bet tradicinis poziuris
[15]. Diskusija neissivysté. Siame straipsnyje siiilau atskirti funkcijos ir lygties Zymenis —
funkcija f: x — f(z), oy = f(x) — tik lygtis. Tai gali padéti iSspresti, atrodo, nesutaikomus
poziurius j atvirkstine funkcijg ir jos grafika. Taip pat vystau idéja, kad funkcijos f grafikas
yra ir atvirkstinés funkcijos g grafikas kitoje koordinaciy sistemoje.

Raktiniai Zodziai: funkcijos apibrézimas; funkcijos zyméjimas; funkcijos grafikas; atvirkstiné funkcija;
koordinaciy sistema
AMS: 97F50; 97D40; 97C30

1 Ivadas

Mokykloje funkcija apibréziama kaip taisyklé, kuri vienos aibés elementams priskiria
kitos aibés elementus ir Zymima: funkcija y = f(x) (Zr. [4, 10 psl]). Istorija prasidéjo
nuo apibrézimo [14] 132 psl.

Apibrézimas. Tegu funkcijos y = f(z) apibrézimo sritis yra aibé X, o reikSmiy sritis —
aibé Y, be to, si funkcija skirtingoms x reikSméms priskiria skirtingas y reikSmes.
Taisyklé, kuri kiekvienai reiksmei y € Y priskiria reikSme = € X, su kuria f(x) =y,
vadinama funkcija, atvirkstine funkcijai f(z).

Jei funkcija y = f(x) turi atvirkstine, tai kintamasis y yra atvirkstinés funkcijos
nepriklausomas kintamasis, o x — priklausomas kintamasis, todél atvirkstine funkcija

* Uz brézinius ir konvertavimg j INTEX dékoju kolegai Martynui Sabaliauskui.
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2 R.J. KudZma

galima zyméti taip: = g(y). ,, Taciau kintamuosius galime zyméti ir kitaip, funkcija
(reiksmiy priskyrimo taisyklé) isliks ta pati‘

Tada sukei¢iami vietomis kintamieji = su y ir ,abiejy funkciju y = f(x) ir y =
g(z) grafikus galima nubraizyti toje pacioje koordinaciy plokstumoje® (citata i$ [14,
132 psl.]). Tie grafikai simetriski tieseés y = x atzvilgiu.

R. Kudzmos didelis priekaiStas [7, 8] buvo, kad gerame apibrézime néra parasyta
pagrindiné atvirkstinés funkcijos salyga algebriskai f(g(y)) = y su visais y € Y. Jei
ji neparasyta, tai ir néra tikrinama.

Pries 20 mety NORMA 2005 konferencijoje islandé K. Bjarnadottir [3] iSdéliojo
zodj suprasti jvairiomis kalbomis j eile: skilja — islandiskai (senoviskai) skelti, unders-
tand angliskai stovéti salia, stovéti po, verstehen vokiskai, comprendre prancuziskai
paimti kartu, comprehend. Naturalu manyti, kad supratimas yra procesas ir jvairiomis
kalbomis zodis suprasti reiskia tam tikra to proceso faze. I zodj skelti pagal prasme
panasus zodis atskirti.

Daug mety Lietuvoje, ir ne tik, deSimtaine trupmena buvo vadinama 3/10 ir 0, 3.
Desimtainio skai¢iaus savoka (zr. R. Kudzma [9]) atskyré Sita sudvejinima: 3/10 —
tai trupmena, jei reikia — deSimtainé trupmena, 0,3 — de§imtainis skai¢ius. Zinoma,
desimtainio skaiciaus savoka yra daug daugiau, nei tik 0,3.

R. Norvaisa [13] daug démesio skyré trupmeny déstymui. Vadovéliuose du skirtingi
apibrézimai budavo suveliami j viena. R. Norvaisa akcentavo ty apibrézimy atskyrima.
Ta tema vysciau ir a8 (Zr. R. Kudzma [11, 12]): dalis, dalys — tre¢dalis, du trecdaliai
vs dalmuo — 2 : 3, sujungia trupmena 2/3.

Lietuviskuose vadovéliuose lygybé y = f(z) suprantama kaip funkcijos apibrézi-
mas ir kaip lygtis. Naturalu sias savokas atskirti. Tai labai graziai iSdéstyta prancu-
zisko 10 klasés vadovélio [1] Zodynélio IT puslapyje, t.y. pacioje vadovélio pradzioje.

fixw— f(x)arba f: x — y yra funkcija, kuri (realiajam) x priskiria f(z) arba y.

f(x) yra realiojo x vaizdas.

D(f) yra funkcijos f apibrézimo sritis.

Cy funkcijos f grafiné reprezentacija ar reprezentaciné kreivé. Tai aibé tasky

su koordinatémis (z;y), kur z € D(f) ir f(z) =y.

y = f(z) yra kreives € lygtis.

Tirdami funkcijas susiduriame su triju rusiy objektais: funkcijomis, kreivémis ir
lygtimis.

2 Grafiky pavyzdziai

1. Pateiksime keleta pavyzdziy, kaip skirtingi autoriai braizo atvirkstiniy funkciju
grafikus. Pradésime nuo A. Kolmogorovo (7zr. [6]) vadovélio, i§ kurio Lietu-
vos moksleiviai mokési paskutiniais sovietmecio metais bei Nepriklausomybés
pradzioje. Pacituosime teiginj apie atvirkstinés funkcijos grafika, psl. 189:

Funkcijos f atvirkstinés funkcijos g grafikas yra simetriskas f grafikui
tiesés y = x atzvilgiu.

http://www.journals.vu.lt/LMR
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Irodykime 8ig savybe. Visy pirma is funkcijos f grafiko galima grafis-
kai rasti funkcijai f atvirkstinés funkcijos g grafiko reikSme bet kuriame
taske a. Reikia vertikalioje aSyje (o ne horizontalioje, kaip jprasta) pa-
Zyméti taska, kurio koordinaté a (135 pav.). IS atvirkstinés funkcijos
apibrézimo iSplaukia, kad reiksmé g(a) lygi b (7r. 135 pav.).

Vadinasi, parinkus truputj nejprasta koordinaciy sistema (argumentas
Zymimas vertikalioje aSyje, o funkcijos reikSmeés — horizontalioje asyje),
galima sakyti, kad funkcijai f atvirkstinés funkcijos g grafikas — tai funk-
cijos f grafikas (jprastinéje koordinaciy sistemoje). Norint pavaizduoti
funkcijos ¢ grafika jprastinéje koordinaciy sistemoje, reikia funkcijos f
grafika atvaizduoti simetrija tiesés y = x atzvilgiu (136 pav.).

YA y
y=f(x)
/ y:f(x)
/”‘—
“ ot y=3(x)
’
. a
7 >
/ b o X 4 (0] X
/ b
+
Va
3 /

135 pav. 136 pav.

1 pav. A. Kolmogorovas ir A. Abramovas [6, 189 psl.|.

Tekste pabrézta, kad j funkcijos f grafika galima ziuréti ir kaip j atvirkstinés
funkcijos grafika, bet toliau tai uzmirstama ir pereinama prie ,tradicinio poziu-
rio“, t.y., abiejy funkcijy grafikai braizomi vienoje koordinaciy sistemoje.

2. Kitas pavyzdys L. Berso [2] amerikietiskas matematinés analizés (Calculus) va-
dovélis. Autorius funkcija zymi x — f(x), bet raso, kad kartais funkcijos reiks-
meéms priskiriamas kintamasis y, tada Zymima x — y = f(z) arba trumpiau
y = f(x). Pateikiamas atvirkstineés funkcijos grafiko pavyzdys i§ 131 psl.

Paveikslas rodo, kad autorius funkcijos y = f(z) atvirkstine funkcija supranta
kaip = g(y), o ne y = g(x). Funkcijos g grafikas, aibé tasky su koordinatémis
(y; 9(y)), gaunamas atvaizduojant simetriskai tiesés y = x atzvilgiu ne tik pacia
kreive, bet ir koordinaciy asis.

3. Modernesnés technologijos leidzia sujungti siy dviejy pavyzdziy grafikus j viena
naudojant dvi spalvas. Ziarint j E. Delabaere ir N. Raymond [5] tiesioginés
ir atvirkstinés funkcijy grafikus, galima sakyti, kad tai 2 pav. grafikai, sudéti
vienas ant kito, tik kairysis mélynas, o deSinysis raudonas.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 66:1-10, 2025
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4 R.J. KudZma

3 pav. E. Delabaere, N. Raymond [5, 61 psl.].

3 Farenheito ir Celsijaus temperatury skalé

Panagrinésime konkrety pavyzdj — sarysj tarp Celsijaus °C ir Farenheito °F tempera-
turos matavimo skaliy (toliau laipsniy Zenkliuko nerasysime). Jas sieja tiesinis rySys —
vandens uzsalimo C' = 0, F = 32 ir virimo temperaturose C' = 100, F' = 212. Per du
taskus bréziame tiese ir parasome jos lygti:
c-0 F-32
100 -0 212 —32’
c F-32 C F-32
100 180 5 9
Po elementariy pertvarkymy gauname ekvivalencias lygtis (F ir C' sprendinius):

§C+32:F ir g(F732):C’.

Visos Sios lygtys reiskia ta pacia tiese. Galime jas nubrézti skirtingose koordinaciy
plokstumose.

http://www.journals.vu.lt/LMR
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4 pav. Temperatury skaliy rySys skirtingose koordinaciy plokstumose.

UZrasai prie tiesiy yra ty tiesiy lygtys, bet tokios, kad galima parasyti funkcijas,
kuriy grafikai yra atitinkamos tiesés. Kairioji tiesé yra funkcijos f: C +— %C’ +
32 grafikas, desinioji — funkcijos g: F' +— %(F — 32) grafikas, t.y. aibés tasky su
koordinatémis (C; f(C)) ir (F; g(F')) atitinkamai.

Du grafikai dazniausiai ir budavo braizomi amerikietiskuose Calculus vadovéliuose.

Funkcijos f ir g yra viena kitai atvirkstinés, nes

flg(F)) = g . g(F— 32)+32=F suvisais F € Rir
g(f(C)) = g (§C+32 32> =C suvisais C € R

(nekreipsime démesio i fizikinius temperatury apribojimus).

Taciau du bréziniai nereikalingi, uztenka vieno. Pasirenkame koordinaciy sistema
OCF ir nubréziame funkcijos f grafika (5 pav.). Stebétojas i$ abscisiy aSies tasko su
koordinatémis (C;0) mato tiesés taska (C; 2C + 32) arba funkcijos f grafiko taska
(C; f(C)). ParaSome tiesés lygti 2C + 32 = F. Galime priradyti ir ekvivalencia lygti
5(F —32) = C. Tada stebétojas i§ ordinaciy asies tasko (0; F) — mato tiesés taska
su koordinatémis (3 (F — 32); F) arba (g(F); F). Bet stebétojas, budamas ordinadiy
aSyje OF, pozicionuoja (renkasi) koordinaciy sistema OFC' ir tiesé Sioje koordinadiy
sistemoje yra taskai su koordinatémis (F'; g(F)). Todél A. Kolmogorovas ir vadina ta
tiese funkcijos g grafiku, tiesa, OF C koordinaciy sistemoje.

ISmaniojo telefono skaic¢iuotuve pasirinkime Vienety keitiklis / temperatura. Ga-
lime vienoje eilutéje pasirinkti Celsijaus laipsnius C' (atitikty abscisiy asj), kitoje
Farenheito F' (atitikty ordinate). Skaic¢iuotuve galima aktyvuoti C' arba F, tai 5 pav.
atitikty koordinaciy sistemos OC'F arba OFC pasirinkima.

Galima Sita pavyzdj nagrinéti ir kitaip. Sakykime, f: z — f(z) = 22432, g: v —
g(z) = 2(x—32). Teisingos salygos f(g(z)) = z ir g(f(z)) = x su visais realiaisiais .
Vadinasi, funkcijos f ir g yra viena kitai atvirkstinés funkcijos. Vienoje plokStumoje
(6 pav.) galima pavaizduoti aibes tasky su koordinatémis (z; f(z)) ir (z; g(x)), t.y.
abiejy funkcijy grafikus. Pastebésime, kad naudojome tik vieng kintamajj x.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 66:1-10, 2025
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-40
6 pav. Tradicinis atvirkstiniy funkcijy grafiky vaizdavimas.
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4 Atvirkstinés trupmenos

Gyvenimas pilnas pavyzdziy, kai ziurint j objekta is skirtingy pusiy, matomi skirtingi
zenklai. Tokia filosofija paremti mano matematiniai zenklai i§ akmeny (zr. [10, 11]).
Komporzicijoje i§ akmeny 7 pav. kairéje uzkoduoti veiksmai: dalyba i§ 2 (raudona),
daugyba i$ 3 (mélyna spalva) ir daugyba i trupmenos 3/2 (mélyna). Zifirint j kom-
pozicija i$ kitos pusés, 7 pav. deSinéje, matome uzkoduotus atvirkstinius veiksmus:
dalyba i$ 3, daugyba i$ 2 ir dalyba i§ 3/2 arba daugyba i§ atvirkstinés trupmenos 2/3.
Atéjome prie atvirkstiniy trupmeny, atvirkstiniy veiksmy, atvirkstiniy funkcijy.

7 pav. Daugyba i8 3/2 ir 2/3 akmeny modelyje.

Sakykime, dviejy akmeny verté yra z, o trijy — y. Tada x : y kaip 2 : 3 arba
x/y = 2/3. Pastaraja proporcija (lygti) galima paraSyti ekvivalen¢iomis lygtimis
Yy = %x arba x = %y Sitos lygtys nusako funkcijas f: x — %x =yirg: y+— %y =x.

Jei du akmenys reiks vieneta, x = 1, tai trys akmenys reiks 3/2, y = 3/2. Jei
vienetu bus trys akmenys, y = 1, tai z = 2/3, o = 2 ekvivalentu y = 3. Visa tai
galima matyti 8 pav. su viena kreive, kuri yra funkcijos f grafikas Oxy koordinaciy
sistemoje ir funkcijos g grafikas Oyx koordinaciy sistemoje.

Yy
3 ; (2:3)
X3
I
Vi “J/g
2 ¢ ® \\)//
3 1:3) x3
. (3:1)
X% 3
b
(@) x
2 1 2
3

8 pav. Daugyba is 3/2 ir 2/3 grafike.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 66:1-10, 2025
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8 R.J. KudZma

Ka mes laimétume, jei nubréztume funkcijy f: z — f(z) = 2z ir g: z — g(z) =

2
%x grafikus vienoje plokstumoje kaip 6 pav.?

5 Bendrasis atvejis

Analogiska procedura galima pakartoti bendruoju atveju. Sakykime, turime funkcija
f:x— f(x), apibrézta srityje D(f) su reikSmiy sritimi F(f) ir turincia atvirkstine
funkcija g: y — g(y), apibrézta srityje D(g) = E(f). Nubréziame funkcijos f grafika,
t.y., kreive, kurios tasky koordinatés (x; f(z)), o lygtis y = f(x). ISsprende lygti x-o
atzvilgiu, gauname ekvivalenéia lygti x = g(y). Kreivés taska galima uZraSyti trimis
budais (z;y) = (z; f(x)) = (9(y);y). Funkcijos f grafikas Ozy koordinadiy sistemoje
yra funkcijos g grafikas Oyx sistemoje. To galima primygtinai ir nereikalauti, bet is
-y asies matome funkcija f, o i$ y-y asies — funkcija g, f atvirkstine.

y
y = f(x)
(9(y); )
y
(a5 f(x))
= g(y)
/
0] X

9 pav. Bendrasis atvejis, viena kreivé — du grafikai.

Atvirkstinés funkcijos g savybés (monotoniskumas, tolydumas, diferencijuojamu-
mas) iSvedamos i§ pirmosios (tiesioginés) funkcijos f savybiy. Paprasciausiu atveju
parodysime, kad vienos kreivés, pirminés funkcijos f grafiko, visiskai uztenka, kad
gautume atvirkstinés funkcijos g norimas savybes. A. Kolmogorovo [6] vadovélyje po
teiginio apie atvirkstinés funkcijos grafika jrodomas atvirkstinés funkcijos monotonis-
kumas.

Jei funkcija f didéja intervale I, tai atvirkstiné funkcija g, apibrézta [ reiksmiy
srityje, yra taip pat didéjanti.

Pirmasis jrodymo sakinys: Sakykime, x; ir o — bet kokios reikSmeés is E(f),
21 > x9. Pazymeékime y; = g(x1), y2 = g(x2). Pagal atvirkstines funkcijos apibrézima
z1 = f(y1) ir o = f(ya). Pries akis reikia turéti 136 pav. (1 pav.), kur funkciju f
ir g grafikai vienoje plokStumoje. VisiSkai neaisku, kokiose asyse reikia atidélioti =1,
Z2, Y1 It Ya.

Su vienu grafiku viskas paprasc¢iau. Sakykime y; ir yo — bet kokios reiksmeés is
E(f) ir y1 < y2. Atidedame tuos du taskus y-y asyje, 10 pav. Surandame g(y;) ir
g(y2) reikSmes z-y asyje. Brézinyje matome, kad g(y1) < g(y2), bet to nepakanka.
Loginé jrodymo pabaiga kaip vadovélyje. Tarus priesingai, gautume priestara salygai
Y1 < ya, nes f(g(y1)) = v1, f(9(y2)) = yo.

http://www.journals.vu.lt/LMR
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AY

o g(y1) 9(y2)

10 pav. Monotoniskumo jrodymas naudojant viena kreive.

6 ISvados

Funkcijos ir lygties zymeny atskyrimas leidzia atvirkstinés funkcijos ir jos grafiko
déstyma isdélioti etapais.

1. Turime funkcija f: z — f(x), apibrézta srityje D(f) su reikSmiy sritimi E(f).

2. Koordinaciy plok$tumoje Ozy atidedame taskus su koordinatémis (z; f(x)),
t.y., bréziame kreive, funkcijos f grafika.

3. Parasome kreivés lygti y = f(x).

4. Algebrigkai ir (ar) geometriskai randame atvirkstinés funkcijos (kai ji egzistuoja)
g reiksme g(y) kiekvienam y € E(f).

5. Isitikiname salyguy (lygéiu) y = f(x) ir = g(y) ekvivalentumu, kai = € D(f),
yeE(f)

6. Taileidzia kreivés tasko koordinates iSreiksti skirtingais budais (x;y) = (z; f(z)) =
(9(y);y)-

7. Funkcijos f grafika Ozy koordinaciy sistemoje nagrinéjame ir kaip atvirkstinés
funkcijos g grafika Oyx koordinadiy sistemoje (5, 8, 9, 10 pav.).

8. Jei nepatinka nepriklausoma kintamajj turéti ordinaciy asyje, galima plokstu-
mos transformacija (a;b) — (b;a) pervesti ji i abscisiy asj, bet su kintamuoju y
(2 ir 3 pav.).

9. Galima kintamajj y pakeisti x ir pasakyti, kad funkciju f: z — f(x) ir g: z —
g(x) grafikai yra simetrigki tiesés y = x atzvilgiu, kas yra tiesa, bet prarandamas
tiesioginis rySys tarp pradinés funkcijos ir jos atvirkstinés (6 pav.).
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SUMMARY
Inverse functions

R. J. Kudzma

23 years ago, R. Kudzma in the journal Alfa plius omega [7] argued that the TEV textbook [14]
presents the inverse function and its graph incorrectly. The head of the textbook’s author group, V.
Stakénas [15], replied that this was not incorrect, but a traditional approach. The discussion did not
develop. The separation of the function f: x — f(x) and the equation y = f(z) notations proposed
in this article may help resolve the seemingly irreconcilable views on the inverse function and its
graph. The idea is also developed that the graph of the function f in the original coordinate system
Ozy is also the graph of the inverse function in Oyxz coordinate system.

Keywords: function’s definition; function’s notation; graph of a function; inverse function; coordinate
system
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